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Resumen

Este trabajo presenta un modelo para los tipos de interés en el que el precio de los activos de renta fija depende
del tiempo al vencimiento 'y de dos factores cuya suma es igual al tipo de interés instantdneo. Suponiendo correlacion
entre ambos factores y aplicando condiciones de no arbitraje, se obtiene una expresion analitica para el precio de
bonos. Se analizan posteriormente las implicaciones para la estructura temporal de tipos de interés. Adicionalmente,
se obtiene una solucion cerrada para el precio de derivados sobre tipos de interés. Esta expresion se utiliza para valo-
rar opciones europeas sobre bonos cupon-cero 'y se puede aplicar a activos derivados mds complejos.

Palabras clave: estructura temporal de tipos de interés, ecuacion de valoracion de bonos, modelos bifactoria-
les, procesos Ornstein-Uhlenbeck, derivados sobre tipos de interés.
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Abstract

This paper presents an interest rate model in which prices of fixed income assets depend on time to maturity and
two factors whose sum is equal to the instantaneous interest rate. Assuming correlation between both factors and
applying no-arbitrage conditions, we find a closed-form expression for bond prices. Implications for the term struc-
ture of interest rates are analyzed. We also derive a closed-form solution for interest rate derivatives prices. This
expression is applied to price European options on discount bonds and can be applied to more complex derivatives.

Keywords: term structure of interest rates, bond pricing equation, two-factor models, Ornstein-Uhlenbeck pro-
cesses, interest rate derivatives.

Clasificacion JEL: C51, E43, G13.

1. Introduccion

Muchos trabajos han propuesto y analizado modelos en tiempo continuo para los tipos
de interés. En un primer momento, estos modelos suponian que una tnica variable de esta-
do, el tipo de interés instantdneo, era suficiente para explicar los movimientos en la curva de
rentabilidades. Véanse, por ejemplo, Vasicek (1977), Dothan (1978) y Cox, Ingersoll y Ross
(CIR, de aqui en adelante) (1985). Chan er al. (1992), realiza una comparaciéon empirica
entre algunos de estos modelos.
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Estos modelos suelen ser muy manejables y proporcionan expresiones analiticas para los
precios de ciertos activos derivados. Sin embargo, el supuesto de una dnica variable de esta-
do implica cambios paralelos en los tipos de interés, un hecho que contrasta con los dife-
rentes movimientos que la curva de rentabilidades suele mostrar empiricamente!.

Por tanto, los modelos multifactoriales pueden ser adecuados para explicar una mayor
variedad de movimientos en la estructura temporal de tipos de interés a lo largo del tiempo.
Estos modelos asumen que se necesita mas de una variable para explicar los cambios en los
tipos de interés. Ademads del tipo de interés a corto plazo, Richard (1978) y CIR (1985), pro-
ponen la tasa de infacion instantdnea esperada, Brennan y Schwartz (1979), utilizan el tipo
de interés a largo plazo y Longstaff y Schwartz (1992), emplean la volatilidad del tipo de
interés a corto plazo. Schaefer y Schwartz (1984), consideran un modelo basado en el tipo
de interés perpetuo (la rentabilidad de un bono perpetuo) y la diferencia entre dicho tipo y el
tipo a corto plazo (el «diferencial»). Moreno (2003), propone un modelo bifactorial donde
los factores son el tipo de interés a largo plazo y el diferencial de tipos de interés a corto y
largo plazo.

Finalmente, Chen (1996) y Balduzzi et al. (1996), proponen un modelo trifactorial en el
cual las variables son el tipo a corto plazo actual, su volatilidad y su tendencia central. Ambos
trabajos modelizan las dos primeras variables como procesos de raiz cuadrada (CIR) mientras
que la tendencia central se modeliza como un proceso CIR u Ornstein-Uhlenbeck (Vasicek),
respectivamente. Ambos modelos son analizados y comparados en Dai y Singleton (2000).

Este trabajo ofrece un modelo bifactorial para el andlisis de la estructura temporal de los
tipos de interés. En el espiritu de Duffie y Kan (1996), se presenta un modelo afin en el que
la suma de dos factores (no especificados) es igual al tipo de interés a corto plazo. Ambos
factores siguen procesos (correlacionados entre sf) Ornstein-Uhlenbeck, en los que los tipos
de interés convergen a una media a largo plazo. Nuestro modelo generaliza Moreno (2003),
que utiliza dos factores no correlacionados.

El presente trabajo estd organizado de la siguiente forma. La seccién 2 deriva la ecua-
cién de valoracién que los precios de los bonos deben verificar. En la seccién 3 se resuelve
esta ecuacién y se obtiene una expresion cerrada para los precios de dichos bonos. Una vez
calculados estos precios, la seccién 4 analiza las implicaciones sobre las propiedades de la
estructura temporal de tipos de interés. La seccion 5 proporciona férmulas analiticas para los
precios de activos derivados sobre tipos de interés. Finalmente, la seccidn 6 resume y pre-
senta las principales conclusiones.

2. La ecuacion de valoracion de bonos

Suponemos que el precio, en el momento ¢, de un bono al descuento libre de riesgo que
paga 1$ al vencimiento T s6lo depende de los valores actuales de dos variables de estado y del
plazo hasta el vencimiento, 7= T — . La Gnica condicién que se impone sobre estos dos facto-
res es que su suma es igual al tipo de interés a corto plazo, denotado por r. Suponemos que la
evolucién en el tiempo de ambas variables viene dada por el siguiente proceso makoviano:

I Es bien conocido que los cambios en la curva de rentabilidades pueden descomponerse en cambios en su nivel,
pendiente y curvatura. Véanse, entre otros, LITTERMAN y SCHEINKMAN (1991) y KNEZ, LITTERMAN vy
SCHEINKMAN (1994).
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{d)c1 = B,(x}, xp) dt + o (x,, x,) dw,
dx2 ,82()61, xz) dt + 0'2(351, xZ) sz

donde ¢ indica tiempo y donde w; y w, son movimientos brownianos estdndares con
Eldw,] = E[dw,] = 0, dw% = dw% =dty Eldwdw,] = p dt

Parai=1,2, B,(-) y o;(-) son la tasa instantdnea esperada y la varianza de los cambios en
estas dos variables, respectivamente.

Denotamos por P(x,, x,, t, T) = P(x, x,, 7) el precio, en el momento ¢, de un bono
cupdn-cero libre de riesgo que paga 1$ en el momento de su vencimiento 7= ¢ + 7. La tasa
instantdnea de rentabilidad de este bono sigue la ecuacién diferencial estocastica

dP(x,, x,, T)

PG, 0 D = w(xy, Xy, T) dt + 5(X}, Xy, T) dW | + 5,5(X, Xy, T) dW, [2]

donde u(-) es la tasa de rentabilidad esperada del bono y s,(-), i = 1, 2 refleja las variaciones
en la rentabilidad del bono debidas a los cambios aleatorios en los factores.
Aplicando el lema de It6 y [1], el cambio en el precio del bono viene dado por

(dx1)2 (dx2)2 + P dxldx2

X1X| x X2

1
dP(-) = le dx; + sz dx, + P, dt + — 5

1 1
= [le B,() + sz By(:) + P, + 5 crl( ) me ()szx2 +p o) oy(1) Xm} dt
+0,() le dw, + o,(") sz dw, [3]

donde los subindices indican derivadas parciales. Comparando [2] y [3], llegamos a

1 1 1
o= [le B+ Py B+ Pyt S 0RO P+ 030 Py 40 00 o) P} [4]

0= 0,0 2 5y() = () 2 151
1 A I 2
Ahora construimos una cartera V que estd instantdneamente libre de riesgo. La cartera inclu-
ye tres bonos al descuento con vencimientos 7; = ¢ + 7, en proporciones z,, i = 1, 2, 3, res-
pectivamente. Por tanto, la tasa de rentabilidad de esta cartera de cobertura viene dada por

dV(x,, x,, T)

dP(x, x,, T))
! P(-x]’-x2’ Tl)

'Mw

1l
—_

Z;
V(-x] > -x2’ T) I

Il
M‘»

M(-xls 'x2’ T) dt

w I
LR

+ >z 8,(x, Xy, ) dw +2z 8,5(xy5 X, T) dw,

=

—_

donde hemos aplicado [2].
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Bajo condiciones de no arbitraje, la rentabilidad esperada de esta cartera libre de riesgo
debe ser el tipo de interés instantdneo sin riesgo:

3
>y, Xy T) =T
i=1

Por otra parte, como no hay incertidumbre sobre la rentabilidad de esta cartera, tenemos

3 3
2% 81y, Xy, T) = 2 2; 85Xy, Xy, 7) =0
i=1 =1
Estas expresiones forman un sistema homogéneo de ecuaciones, que tienen una solucién no
trivial si y sélo si la matriz de coeficientes

5,05 X5, 1, T)) 5,005 X5, 1, T) 51015 Xy, 1, T)
C= Sz(xl,xz, Z, T]) $5(x )5 Xy, 1, Tz) 8$5(X 5 Xy, 1 T3)
WX, X, 1, T =1l X, 6, T5) =1 Xy, %5, 8, T3) —

es singular. Como hemos elegido arbitrariamente el vencimiento de estos bonos, los coefi-
cientes de la combinacion lineal que relaciona las filas de esta matriz no dependen del ven-
cimiento. Por tanto, existe un vector (A,(x;, X, ), Ay(x}, X,, 1)) tal que

Xy, Xy, T) = 1= A (X, Xos 1) 810X, Xo, T) + Ay(, Xy, 1) $5(X), Xy, T) [6]

Esta ecuacion refleja que la prima instantdnea de riesgo es la suma de dos valores relacio-
nados con los cambios aleatorios en ambas variables de estado. Por tanto, los coeficientes de
esta combinacion lineal, A(-), i = 1, 2 pueden ser interpretados como los precios de merca-
do del riesgo relacionados con cada factor. Notese que esta ecuacion es vélida para cualquier
vencimiento.

Sustituyendo [4] y [5] en [6] y reordenando términos, se obtiene la ecuacién de valora-
cién deseada:

1 1
|:2 0-12() le)q + 5 0-22() Px2x2 Tpoy 0-2(') Px1x2:|

+ [,81() - )\1() U](')] le + [,82() - )\2() 0'2(')] sz +Pt_ rP=0 [7]

3. Valoracion de bonos al descuento

La solucién de la ecuacidn anterior proporciona una expresion cerrada para el precio de
bonos al descuento libres de riesgo para todos los vencimientos. La condicién terminal viene
dada por el pago recibido al vencimiento, P(x,, x,, 0) = 1, A4 X,, X,. Para solucionar esta ecua-
cifn, haremos algunos supuestos sobre sus coeficientes, esto es, los precios de mercado del
riesgo y los términos incluidos en las dindmicas de los factores, véase [1]. De forma similar
a Moreno (2003), establecemos lo siguiente:
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Supuesto 1. El precio de mercado del riesgo de cada variable es lineal en dicha variable:
M) =a+bx;, A()=c+dx, [8]

Supuesto 2. Cada variable de estado sigue un proceso Ornstein-Uhlenbeck:

dx, =k —-x,) dt + o, dw
{1 (g = x) 1 Wy 9]

dx, = ky(, — x,) dt + o, dw,

Por tanto, cada variable converge a un valor a largo plazo, w;, con velocidad k; y mues-
tra una varianza constante o;. Bajo estos supuestos, podemos reescribir [7] como

1 1
> 0'12P +po, o, P4 — U%Px2x2+q1(/xl—x1)le+q2(;42—x2)Px2+Pt—rP=0 [10]

XX X102 2

sujeto a la condicién terminal

P(x), x5, 0)=1, Vx,x, [11]
donde
{q1:k1+b‘71 By = (ky oy —a a))lg, [12]
G=ky+bo, [=(=,pn,-co,lq,

Solucionando [10], obtenemos la siguiente Proposicion.

Proposicion 1. El precio en el momento t de un bono al descuento que paga 13 en el
momento T, P(x|, x,, 1, T) = P(x, x,, 7), viene dado por2

P(x,, X5, 7) = A(7) e BO 11 =€ [13]

donde T=T—-1t, y

A(7) = Ay(7) Ay(7) Ay(7)

g0,

Ay(7) =exp {p [H(O, ) + H(q, + g5, T) — H(q,, 7) — H(q,, T)]}

q149»

2
A (7) =exp {— 40-—; BA(7) + xF(B(T) - T)}
1

2

A(7) = exp {— 22y 4 x3(Cr) - T)}

4 4,
B(7) = H(q,, 7)

C(7) = H(qy, 7) [14]

2 Nétese que para valorar el bono, necesitamos conocer el valor actual de las dos variables de estado. Si éstos son
desconocidos, podrian ser estimados usando técnicas como, por ejemplo, el filtro de Kalman.
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con

1
Hx,)=———"— [15]

Recuérdese que g;, 1, i = 1, 2 han sido definidos en [12].
Demostracion. Véase el Apéndice.

Las Tablas 1, 2 y 3 incluyen los valores de estas funciones para valores extremos de sus
argumentos>.

Algunos comentarios destacables sobre los resultados incluidos en estas tablas son los
siguientes:

* El comportamiento de A (7) depende crucialmenbte del signo de p.
* Puesto que las funciones A,(7), i = 1, 2 son monétonas decrecientes y convergen asin-
téticamente a cero, el comportamiento de A(7) viene dado por el de Ay(7).

El siguiente lema resume las principales caracteristicas de las funciones involucradas en
la expresion analitica para el precio del bono dado por esta proposicion.
Previamente, definimos las constantes:

914,

K¥ = (xf +x})
1 1 2 0,0,

1 1\ o? 1 1\ o3
K3 =exp yxf - — ——3+x2* -—- 5
qGi+9 4 44 ata, a) 44

Lema 1. Para 7, q, =0, las funciones A(7),i=0, 1, A(7), B(7), y H(q,, 7) verifican las
siguientes propiedades™:

1. Ay() es positiva. Es decreciente y acotada entre 0y 1 si'y sélo si p <0y creciente y
mayor que 1 siy solo si p> 0.

2. A,() es positiva, decreciente y acotada entre 0y 1.

3. A(") es positiva. Es decreciente si'y solo si p <= Kf. En este caso, es acotada entre 0
(K¥) y I cuando p < (=)K. Es creciente y mayor que I si 'y solo si p < K.

4. B(-) es positiva, creciente, acotada entre 0y 1/q, y acotada por su argumento, el
tiempo al vencimiento.

5. H(q,, ") es positiva, decreciente, convexa y acotada entre 0y T.

Demostracion. Véase el Apéndice.

3 Nétese que la Tabla 2 no incluye las propiedades de C(-), pues son similares a las de B(-) y son omitidas por
brevedad.
4 Las propiedades de A,(+) [C(-)] son similares a las de las funciones A(-) [B(-)] y se omiten por brevedad.
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TABLA 1

VALORES EXTREMOS DE LAS FUNCIONES A (7),i=0,1,2, 7> 0
Y DE ALGUNAS DE SUS DERIVADAS

Funcién Valoren 7=0 Valor en 7=
AO(T) 1 10 S1 p <0
® si p>0
AE)(T) 0 {0 S1 p <0
® si p>0
A(/),(’T) 0 {0 S1 p <0
® si p>0
A(DIA(T) 0 K
A(’)’ (T)/A’O(T) o0 K
A(’)’ (/A7) 0 (K(’)“)2
A(n),i=1,2 1 0
A, i=1,2 0 0
A;’(T)’ i= 1’ 2 _6],-, ﬁ’l‘s i= 1, 2 0
A(DIA(T),i=1,2 0 Xk i=1,2
A;.’(T)/Alf(r), i=1,2 —o0 ¥ i=1,2
Al (DIA(T),i=1,2 —q; (xl*)Z

NOTAS:
Las funciones A(7), i=0, 1, 2, p = 0 vienen definidas por

0,0,

Ay(7) = exp {P [H(O, 7) + H(q, + g5, 7) — H(q,, 7) — H(q,, T)]}

q19-

2
A(7) = exp {— :71 BX() + x¥(B(r) - T)}
1

o2
Ay(7) =exp {—2 C(7) +x5(C(7) - T)}
4q2

con 1 —exp{—x7}
B(m)=H(q,, 1), C(7)=H(q,, 7, H(x, 7)= —

q, =k +boy. xf =, -02q). A=k —ao)lg,
4, =ky+doy, x5 =0, - 032q3), fy=(kyuy —co)lg,
9109,

Kg=p
919>
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TABLA 2

VALORES EXTREMOS PARA LAS FUNCIONES A(7), B(7), 7= 0
Y ALGUNAS DE SUS DERIVADAS

Funcién Valoren 7=0 Valor en 7=
0 si p<Kf
A(7) 1 Ki si p=Kj
© si p>Kf
, 0 si p<Kj
Aol 0 © si p>Kf
" A ~ 0 Si pP = K*
A"(1) _(Ch Myt g, ,Uvz) % si p>K%‘
A'(T)IA(7) 0 K§ —xf —x3
A"(T)/A'(7) - K§ —xf —x3
A"(DIA(T) —(q, &y + g, fiy) (K§ —xf —x$)?
B(7) 0 /g,
B'(7) 1 0
B'(7) 4, 0
K(t)=B(n)—1 0 —00
(1) =B(7n)/T 1 0
m(7) = BX(7)/T 0 0

NOTAS:
Las funciones A(7), B(7), 7= 0 vienen definidas por

A7) = Ay(1) A (1) Ay(7)

0,0,
Ay(T) =expyp [H(O, 7) + H(q, + g5, ) — H(q,, T) — H(q,, 7)]

192

2
A(7) =exp {— 571 BX(7) + x#(B(7) - T)}
1

0.2
Ay (1) =exp {—2 CX(7) + x3(C(7) - T)}
4q2
B(1)=H(q,, 7)
con
1= _
Hix, = exp{—x7}

qy =k +boy, xf =y -0i/Qq)), Ry =k, —ao)lg,
q,=ky,+do, xi=p,- 0'%/(2q%), Ly = (kypty = cO5)lq,
Las constantes K*, i =0, 1, 2, vienen dadas por
K§ = ploy0,/q,4,)
Kik = (x’f + xi“) (qlq2/0'10'2)

1 1 a% 1 1 0%
K% = exp {x} -— -5+ -— -
q9,1v49, 4, 46]1 h*tq9 q9 46]‘2
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TABLA 3
VALORES EXTREMOS PARA LA FUNCION H(gy, %), 49,20
Funcién Valoren g, =0 Valor en g, = ©
H(‘]]a ) T O
H'(q, ") ") 0
H"(q,, ") /3 0
NOTA:
La funcién H(q,, -), q; = 0, se define como
1 —exp{—q,7}
H(g;, n=—"""—
con q4
q, =k, +bo,

Demostracion. Véase el Apéndice.

Las Figuras 1, 2 y 3 ilustran graficamente algunos de los resultados incluidos en este lema.

El precio del bono al descuento, P(x,, x,, 7), €s funcion de los dos factores, x|, x,, y del
tiempo al vencimiento, 7= T — t. Este precio depende de los pardmetros del proceso Orns-
tein-Uhlenbeck, la correlacién entre ambos factores y los precios del mercado del riesgo.
Ademads, se verifica que

PGy, 25, 1) |, 0 = Ay Pary 3y D |,

Obviamente, si p = 0, el término A(7) es igual a la unidad y obtenemos los resultados de
Moreno (2003).

Utilizando la convexidad de la funcién H(g,, -), se verifica que el exponente en A(7)
tiene el mismo signo que p. Entonces, tenemos

p>0:P('x17-x27 L D|p¢0>P(x17x27 t’ 7')lpz()
p<0= P(x}, x,, 1, T)|p=0<P(x1,x2, t, T)|p=0

El siguiente lema resume los principales rasgos de la expresion obtenida para el precio
del bono.

Lema 2. La expresion obtenida para el precio del bono satisface las siguientes propie-
dades:

1. Es una funcion de descuento siy solo si p < KF.

2. Es una funcion decreciente y convexa en ambas variables de estado.

3. Es una funcion decreciente con el tiempo al vencimiento si p < K.

4. Converge a cero cuando cualquiera de los factores de los que depende es suficiente-
mente grande.

5. Para tiempos al vencimiento suficientemente largos, converge a un valor finito si y
sélo si p < K.

Demostracion. Véase el Apéndice.
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FIGURA 1
FUNCION B(7) Y SUS DERIVADAS

Funcion B(tau)
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Tiempo al vencimiento

Primera derivada de B(tau)
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Primera derivada de B(tau)
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Segunda derivada de B(tau)
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Segunda derivada de B(tau)
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FUENTE: Elaboracién propia.
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FIGURA 2
FUNCIONES k(7), (1) y m(7)

Funcion k(tau)

T T T T

Funcion k(tau)

0 1.0 2‘0 :;U 4‘0 5IO .G:O ) 70 A‘O 90 100
Tiempo al vencimiento

Funcion I(tau)

T T T T T T T T

Funcion I(tau)

0 1ID 2‘0 3;.) 4‘[} 5‘0 IS‘(! . 70 1;0 20 160
Tiempo al vencimiento
Funcion m(tau)

457 T T T

Funcion m(tau)

L L " L L L L L h
o 10 20 30 40 50 80 70 80 80 100

Tiempo al vencimiento

Los tres graficos corresponden a las funciones k(1) = B() — 7, () = B(?)/Ty m(7) = BX(7)/7.
FUENTE: Elaboracién propia.
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Primera derivada de H(q1) Funcion H(q1)

Segunda derivada de H(q1)
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FIGURA 3
FUNCION Hi (¢ Y SUS DERIVADAS

Funcion H(g1)

0.05 T T T

~05 L L L

0.2

01

L L n L L
20 25 30 35 40

Parametro q1
Primera derivada de H(q1)

10 15 a5

L n L s
20 25 30 35

Parametro g1
Segunda derivada de H(q1)

10 15 40 45 50

L L n L ' 1 L

ZJO 2'5 3‘0
Parametro g1

15 35 40 45

FUENTE: Elaboracién propia.
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4. Implicaciones sobre la estructura temporal de los tipos de interés

En esta seccion, obtenemos la estructura temporal de los tipos de interés y estudiamos
algunas de sus propiedades.

El tipo de interés a plazo en el momento ¢ para el momento futuro 7 = ¢ + 7, denotado
por fix, x5, t, T) = fix,, x,, 7), viene dado por

P, _ [ Ay(7) N Al(7) N AL(7)

_P_ P
foop 2y M= =75 A A A

- B(7) x, - C(7) xz} [16]

donde hemos utilizado la proposicién 1.
Aplicando las ecuaciones [A.2], [A.3] y [A.4] y reordenando términos, se verifica que

f(xla X9s 7) =r(t) - q1 (xl - /:'q) B(7) - q> (xz - /:Lz) C(7)
-p o, o, B(7) C(1) - % [o% BX(1) + 0'% C3(1)] [17]

Utilizando [16], se obtiene

fT(xl, X9s T) = [ql(ﬂl - xl) - U'%B(T) - P0'10'2C(T)] B'(7)
+ [g,(fiy — x,) = G3C(7) = poy o, B(1)] C'(7) [18]

Por tanto, como reflejan las Figuras 4 y 5, la curva de tipo a plazo puede presentar dife-
rentes formas: creciente, decreciente 0 no mondtona.

Para un valor fijo de x, y x,, la forma de Y(x,, x,, 7) caracteriza la estructura temporal
de los tipos de interés o curva de rentabilidades, en el momento .

La rentabilidad en el momento 7 de un bono que vence en el momento 7 =t + 7, deno-
tada por Y(x,, x,, , T) = Y(x|, x,, 7), es la tasa de rentabilidad compuesta de manera conti-
nua relacionada con dicho bono. Esta tasa viene definida implicitamente como

Y(x). Xy, DT —
P(xl,x2, T)e (1, 22, DT = |
0, equivalentemente

Y(x), x5, 7) = —% In(P(x;, x,, 7)) [19]

Este valor, en nuestro modelo, utilizando [13], se convierte en

yyo MAD) B@ o
T T T

1 1

o} BX(7) { B(’T):| B(7)
= +xFll—-— |+ —x
4q, T

T T
0'% C(7) [ C(T):| C(7)

+ +x5|1- +—x,
4q2 T T T

0,0, HQO, 7 +H(q, +q, 7)-H(q, ) - H(g,, 7
9149, T

(20]
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FIGURA 4
CURVA DE TIPOS DE INTERES A PLAZO

Curva de tipos a plazo
16 T T T T

-
F
T
1

e
N
1

Tipo de interés a plazo (%)

4 1 ] 1 1
0 5 10 15 20 25

Tiempo al vencimiento

NOTAS:
Los tipos de interés a plazo en el momento ¢ para el momento futuro 7 =t + 7 vienen dados por
Sy, Xy, 1) = 1(0) = gy () = 1)B(7) = 4,0, = [1,)C(7)
1
- po,0,B(1)C(1) - 5 [O'%BZ(T) + (T%CZ(T)]

Los valores de los pardmetros son k; = 0,25, u; =3, 0, =0,15,a=0,1,b=0,01, k, =0,76, u, =7,
0,=0,35,¢=0,5, d=0,02. Las distintas curvas corresponden a un valor (porcentual) inicial r(¢) = 4,
6, 8, ..., 16 y con correlacion entre ambos factores igual a —0,5.
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FIGURA 5
CURVA DE TIPOS DE INTERES A PLAZO

Curva de tipos a plazo
10 T T - — T

Tipo de interés a plazo (%)

9 1 1 |

. 10 15 20 25
Tiempo al vencimiento

NOTAS:
Los tipos de interés a plazo en el momento ¢ para el momento futuro 7' = ¢ + 7 vienen dados por
f(xls Xos ™) =r(f) - ql(xl - Ill)B(T) - qz(xz - /lZ)C(T)
— por 0, B(HC(7) - % [02B2(7) + 03CX(7)]

Los valores de los pardmetros son k; = 0,25, u; =3, 0,=0,15,a=0,1, b=0,01, k, = 0,76, u, =7,
0,=0,35,¢=0,5,d=0,02. Las distintas curvas corresponden a un valor (porcentual) inicial r(¢) = 10,
y con correlacion (de arriba hacia abajo) entre ambos factores igual a -1, -0,5, 0, 0,5, 1.
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El siguiente lema resume las principales caracteristicas de las curvas de tipos a plazo y
de rentabilidades.

Lema 3. Ambas curvas satisfacen las siguientes propiedades:

1. Son funcion decreciente de p.

2. Comienzan en el valor actual del tipo al contado, r(t), y, para periodos muy largos,
su valor no depende de los valores actuales de ambos factores.

3. Son positivas si'y sélo si p < K.

Dado un cierto vencimiento, son lineales y crecientes en ambas variables de estado.

5. Su forma depende de su valor inicial: si r(t) es «suficientemente pequeiio», estas curvas
crecen con el tiempo al vencimiento. En otros casos, son decrecientes 0 no monotonas.

&

Demostracion. Véase el Apéndice.

5. Una férmula analitica para activos derivados sobre renta fija

La solucion de la ecuacion de valoracion [10], sujeta a las apropiadas condiciones ter-
minales, proporciona una expresion analitica para derivados sobre tipos de interés. Esto es,
el precio en el momento ¢, U(x,, x,, t, T) = U(x,, x,, 7), de un activo con pago final g(x,(7),
x,(T)) en el momento 7, satisface la ecuacion diferencial en derivadas parciales:

1 1
5 U%lexl +q,(f, —)c])UXl + 5 a’%Uxm +q,(f1, —)cz)Ux2 +U,-rU=0 [21]

sujeta a la condicién final

UGx,, %5, T, T) = g(x,(T), %,(T)) [22]

Obviamente, si g(x,(7), x,(T)) = 1, se obtiene la férmula del precio de un bono al descuento
dada en la proposicion 1.
Resolviendo [21] con la condicién terminal [22] se obtiene la siguiente proposicion.

Proposicion 2. Dada la dindmica de tipos de interés especificada en el supuesto 2, el
precio en el momento t de un derivado de tipos de interés con pago final g(x,(T), x5(T)) en
el momento T viene dado por

U(xla x2a ta T) = P(x]7 x2, t» T) E[g(fp f2)] [23]
donde

X, m(x;, 6, T) = v (&, T) v%(t, T) v, (8, T)
-~ N ) 2 [24]
X, My(Xy, 1, T) = vy (2, T) Vit T) vyt T)
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con
my(xy, 1, u) = e 00y (1) + (1 — et =D)p,

0.2
viplts u) = 71 H(qy, u—1

My, 1, u) = €Dy (1) + (1 = e 2= D)o,
0.2
Volt, u) = 72 H*(qy, u—1)

v%(t, u) = 0'% HQ2q,, u—1
vio(t, u) = p oy py, H(g, + gy, u—1)
v%(t, u) = 0'% HQ2q,, u—1)

donde P(-), H("), q, q,> i ¥ [4, han sido definidos anteriormente.

Demostracion. Véase el Apéndice.

Utilizamos ahora esta proposicién para valorar una opcién de compra europea sobre un
bono cupdn-cero. Si esta opcion se ejerce al vencimiento, T, el comprador paga el precio de
ejercicio, K, y recibe un bono al descuento que vence en el momento 7, > T'. El siguiente

corolario proporciona la expresion para el precio de esta opcidn.

Corolario 1. El precio en el momento t de la opcion de compra europea anteriormente
mencionada, C(x,, x5, t, T; K, T,),viene dado por

Cxp, x5, 1, T3 K, T))) = P(x, x,, t, T))) ®(h + O'ﬁ) - KP(x,, x,, 1, T,) P(h)

donde
. E[In(P)] - In(K)

2 _ 5 H_ ~ o~
o o5 = Var{In(P)], P=P(%}, X, T, T})

y P(+) es la expresion analitica para el precio del bono dada por la proposicion 1, ®(-) deno-
ta la funcion de distribucion de una variable normal estdndar y X, X, vienen dados en la pro-
posicion 2.

Demostracion. Véase el Apéndice.

Los precios de una opcién de venta europea se obtienen mediante la paridad call-put,
esto es,

call-put = P(x;, Xy, 8, T))) = KP(xy, x5, 1, T)



84 CUADERNOS ECONOMICOS DE ICE N.° 69

6. Conclusiones

Este trabajo ha ofrecido un modelo bifactorial de la estructura temporal de los tipos de
interés. El principal supuesto del modelo es que el precio de un activo derivado sobre tipos
de interés es funcion del tiempo hasta el vencimiento y de dos variables de estado (correla-
cionadas entre si) cuya suma es igual al tipo de interés instantdneo.

Suponiendo que ambos factores siguen un proceso conjunto Ornstein-Uhlenbeck, se ha
derivado una ecuacion de valoracion. Para el caso de bonos al descuento, se ha resuelto dicha
ecuacion, obteniéndose una expresion cerrada que ha permitido analizar la estructura tem-
poral de los tipos de interés que genera.

También se ha desarrollado una expresién analitica para el precio de derivados sobre
activos de renta fija y se ha aplicado al caso concreto de opciones europeas sobre bonos al
descuento.
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APENDICE
Demostracion de la Proposicion 1
Se propone una solucién del tipo
P(xy, x5, 1, T) = P(x, X5, T) = A(T) e B x1 =) x [A.1]
donde 7= T —t. Las derivadas parciales vienen, por tanto, dadas por

P ()==B() P(), P, ()=B7) P()

X1X1

P ()==C(D P(), P, ()=CX) P()

X2X2

P,.()=B(x) C(7) P()

PO =P = | A0 gy - Corx, | PO
t T A(T) 1 2

Entonces, la ecuacion [10] se convierte en
! 2 p2 2 N
5 [o] BA(7) + 0'% C (D] +p o, o, B(1) C(7) + q (x; — ) B(7) +

. Al ,
+ 4y (%~ i) C(T)_{(A)T—B(T)xl—c(f)@}—rzo

Como esta ecuacion es lineal en x; y x,, debe cumplirse incluso cuando los coeficientes
correspondientes son iguales a cero. Por tanto, esta expresion es equivalente al siguiente sis-
tema de ecuaciones diferenciales de primer orden:

l A/

3 [0'% BX(1) + 0'% C3(D] + p o, o, B(1) C(1) - q, iy B(7) - q, i, C(7) = (A(;j [A.2]
g, B(n+B(1)-1=0 [A.3]
3, C(n+C(1n-1=0 [A.4]

donde, utilizando [11], las condiciones terminales vienen dadas por
A0)=1, BO)=C0)=0 [A.5]

En primer lugar, resolvemos [A.3] y [A.4] con las condiciones terminales B(0) = C(0) = 0.
La solucién de ambas ecuaciones es la expresion estandar que aparece en la férmula de pre-
cio del bono bajo el modelo Vasicek unifactorial, esto es,

1— _
B(7) = M: H(g,, 7)
q;
1— _
= 2SR [A.6]

9
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donde
1 —exp{—xrT
Hix, 1) = Pt T

Integrando el lado derecho de la ecuacién [A.2], se obtiene

1 1
In(A(7) = 3 o'% j BX(1) dt+ 3 0'% f CXrydr+p o, 0, f B(7) C(7) dt

-q; A JB(’T) dt—q, i, f Cndr+K, [A.7]

Calculamos las integrales incluidas en [A.7]:

_ _ 1 1
[ Bar- [0t L [H i _Bm] [AS]
q, 9 91

Diferenciando [A.8] se obtiene:

1
B(1)=—[1-B"
(7) a [ (7]

1
= BX(1) = ; [1-B(7n] B(7)
1

1
= |BX1) dr= ; [fBZ(T) dr—
1

B(7)
2
Anélogamente, se obtiene

JC(T) dr= i |:7'+ l— C(T)j|
q, q,

1 C(7)
2 — —
.[C (ndr= “ |:.[C(T) dr 5 }

Finalmente, aplicando [A.6], obtenemos:

[0 co ar= [H exp (g, exp (-0, exp (g, +4) r}}
q1 49> q1 q> a9 +49

Sustituyendo estas integrales en [A.7], se obtiene:

1 0‘%|: 1 ( 1 ) Bz(T)]
In(A(1)=——|— |7+ ——-B(7) |-
2 q1 L 9 q1 2
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1 o3 {1 ( 1 ) c2(r)}
+ - —=|—|(7+—-C(n |-
2 q> | 9 q> 2

+p 0,0, [T+ CXP{—ql 7} + CXP{—qz T} eXP{—(% +QQ)T}:|

914 q, q, 91t 49,
R 1 . 1

Q| T+ —=B(1) |-, T+ —=C(1) |+ K,
qq q,

Aplicando las condiciones terminales dadas por [A.5], conseguimos

A

1 o2 1 g2 1 1 1 Q
Az_zl_;z_Pgl%{+— }+’u1+luz
2q¢ 2¢  ale B G+l 9 D
Por tanto
1 a2[ 1 B(n] 131 CX(r)
In(A(1) = - —| —(7-B(7) - + - —=|—(-C(7) -
2 q|q 2 249,49, 2

+p | f [T—B(T)—C(T) +
q1 49,

=iy [T=B(7)] - i [T- C(7)]

1 —exp{—ql + ‘12) 7'}:|
9, tq,

Reordenando términos, obtenemos

e %
In(A(7)) =— . B(1) + x¥(B(1) - 7) — s C(n) +x3(C(n) —7)

q, 9,
g0,
+p——=I[7+H(q, +q,, T) - H(q,, 7) - H(q,, 7] [A.9]
q1 49>
donde
x*:ﬁw—io-lg l:] 2
i 1 2qi b b

Por tanto, la expresion final para el precio del bono al descuento se obtiene sustituyendo las
expresiones [A.6] y [A.9] en [A.1].
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Demostracion del Lema 1
Para7,q, =20

1. La funcion Ay(-) es

a) Positiva puesto que es una funcién exponencial.

b) Decreciente y acotada entre Oy 1 siy s6lo si p <O0:
Como A(7) = pa,0,A,(T)B(1)C(7), entonces A (-) es una funcion decreciente si y
solo si p < 0. Por tanto, estd acotada entre Ay(©) =0y Ay(0) = 1.

c¢) Creciente y mayor que 1 siy s6lo si p>0:
Es consecuencia de A{(7) >0 siy sélosi p>0y A,0) = 1.

2. Lafuncién A () es

a) Positiva porque es una funcién exponencial.
b) Decreciente y acotada entre 0 y 1:
Como

A7)
Ay(7)

=—q,B(7) {x?‘ + 70% exp {_qlT}} <0

2q12
entonces, A (-) decrece con 7. Por tanto, estd acotada entre A () =0y A (0) = 1.

3. La funcién A(-) es

a) Positiva porque es el producto de funciones exponenciales.

b) Decreciente si y sélo si r < KF: Claramente, si p es negativa, A(-) decrece con 7.
Sin embargo, teniendo en cuenta los resultados [1c] y [2b] en este lema, espera-
mos que A(-) serd funcidn decreciente de 7 para ciertos valores positivos de p pero
crecerd con el tiempo al vencimiento para valores suficientes grandes de p.
Como

A() = K¥ lim ex %1% —xF—x¥|T
2 U0 €xp quqz 1~ %

se verifica que A(-) converge (para valores grandes de 7) a un valor finito (0 6 K¥)
si p = K. En este caso, estd acotada entre A() y A(0) = 1. Reciprocamente, crece
ilimitadamente si y s6lo si p > K.

4. La funcién B(-) es

a) Positiva porque es una funcién exponencial.

b) Creciente porque B(7) = exp {-q, 7} > 0. Entonces, toma valores entre B(0) =0
y B() = 1/g,.

¢) Acotada superiormente por su argumento, el tiempo al vencimiento:
Si definimos k(1) = B(7) — 7, se obtiene

k() =B'"(1)-1=—qB(1) <0, k(0)=0

lo cual implica que k(-) es una funcién con valores negativos.
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5. La funcién H(g,, -) es

a) Positiva al ser decreciente (véase el siguiente apartado) y H(ee, 7) = 0.
b) Decreciente en g,:

dH(q,, 7) _ 7q,exp {—q, T} — 1 +exp {—¢, 7}
aq, C]]2

El numerador es negativo porque es igual a cero cuando g, =0 y su derivada,

-7 q, exp {—q, T}, es negativa. Por tanto, H(-) es decreciente en ¢, y estd acota-
daentre H(, 7) =0y HQO, 7) = 7.
c¢) Convexaen g;:

PH(gy 7 _ [+ 72+ 11H(gy, 7 - [(1+ ;7 + 117

aq? q?

,1a+ q,m*+ 11H(q;, 1 - [(1 + ¢,;7) + 11H(q,, 7)

at

: I+q7
q,

TH(q,, 7)>0
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Demostracion del Lema 2

1. El precio del bono es una funcién de descuento si p < K7
Es consecuencia inmediata al ser una funcion decreciente en ambos factores (véase
la siguiente propiedad) y el hecho de que P(0, 0, 7) = A(7).

2. Es decreciente y convexa en ambos factores:

Px1(x1, Xy, T) = =B(DP(x}, x,, T) <0
sz(xl, Xy, T) = =C(T)P(x, X5, T) <0
me(xl, Xy T) = BZ(T)P()C], X5 1) >0

P (s Xy 1) = CADP(x}, X,, 7) >0
lexz(xl, Xy, T) = B(C(T)P(x), X5, ) >0

3. Es una funcién decreciente en el tiempo al vencimiento si p < K ik:
Aplicamos [13] y [14] para obtener

P7(-x13x29 T) _ A’(T)

A(7)

Py am ) | A N C/(%}

Aplicando el lema previo, sabemos que A'(7) <0 si p< KF'y B(7) > 0.

4. Converge a cero cuando cualquiera de los factores de los que depende es suficiente-
mente grande.
este hecho es consecuencia inmediata de la positividad de B(-) y C(-).

5. Para tiempos al vencimiento suficientemente largos, converge si y sélo si p < Kj:
Calculando los valores de A(+), B(-) y C(:) en 7=, se ve facilmente que

0 si p< Kj

. N X, X . .
Tler% P(x), x5, T) = K} exp {—(71—322} sip=Kjf
o0 si p> K
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Demostracion del Lema 3

Las curvas de tipo a plazo y de rentabilidades cumplen las siguientes propiedades:
1. Son funcién decreciente de p:

a) Para el tipo a plazo, es consecuencia directa de [17] y de la positividad de B(7) y
C(7) (propiedad 4 en el lema 1).

b) Para las rentabilidades, es consecuencia directa de [20] y de la convexidad de
H(q,) (propiedad 5 en el lema 1).
2. Comienzan en el valor actual del tipo al contado y, para un periodo muy largo, su
valor no depende de los valores actuales de ambos factores:

Utilizando [17] y [20] y los valores extremos para las funciones B(7), I(7) y H(q,, *)
(véanse tablas 2 y 3) se obtiene que

.f(x19 x29 O) = Y(xp xz» O) = r(t)a V -xla -x2

p

f(xl’ xz’ OO) = Y(xl’ .x2, OO) = (x?k + x;‘)|:1 - 14>1k:| ’ V-xlv xz
3. Son positivas si y s6lo si p < K7

(=) Si p> KF¥, aplicando la propiedad anterior, se obtiene un tipo a plazo (rentabili-

dad) negativo para un tiempo al vencimiento suficientemente grande.

(=) Es consecuencia de aplicar las propiedades 3 y 4 del lema 1 a [16] y [20].
4. Dado un cierto vencimiento, son lineales y crecientes en ambas variables de estado:

Derivando [16] y [20] y aplicando la propiedad 4 en el lema 1, obtenemos:

fxl(x17 x27 T) = B’(’T) > 03 j;—z(xp -x27 T) = C/(T) > 0
B(7) C(7)
Yxl(xl, Xy, T) = —— >0, sz(xl, Xy T =——>0
T T

5. La forma de estas curvas depende de su valor inicial, #(?):

a) Derivando [17] con respecto a 7, se comprueba que la curva de tipos a plazo crece
con el tiempo al vencimiento si, para i = 1, 2, tenemos:

o.\2 g.0, . . Oy \493-i/(9793-i
q; 993 4 0;

O3

para p<0, g, <q,—p <1

i

2
xi<ﬂi—(’> para p=0

i

P 003
X< - — p —— en el resto de casos,
993
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decrece con el tiempo al vencimiento si, para i = 1, 2, se verifica que

0;\? 0,03 ; qs_; oy \93-i/4q3-)
xi>,al.—<’) _pm[l_(l_slx_p 31) / }
q; 493 q; o;

O3

para p<0, g, >q;, —p >1
i
x; > [, en el resto de casos.
y es una curva no mondétona en el resto de casos.

b) En el caso de la curva de rentabilidades, a partir de [19] puede comprobarse que:

f(xls x29 T) - Y(-xl, -xz, T)

T

Y (x, x5, 7) =

y un poco de dlgebra nos lleva al resultado indicado en el lema.
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Demostracion de la Proposicion 2

Sean x (1) y x,(1) los «procesos neutrales al riesgo» definidos por5

{dxl = q,(fu; — xydt + oy dw, (A.10]

dx, = q,(fiy — x))dt + oydw,
y sea Y(z, u) = ! (x;(v) + x,(v))dv.

Entonces, podemos aplicar Friedman (1975, Teorema 5.3, p. 148) para obtener la solu-
cion de [21] y [22]. Esta solucién viene dada por6

Uy, 2y, 1, T) = E, L8y (T), xy(T)e™ 0 7] [A.11]

Denotando por p(x,, x,, t, u, )El, )22, Y) la funcién de densidad de probabilidad conjunta de la
variable

X(u) = [x,(u), x,(u), Y(t, w)]'
condicionada a x,(f) = x, x,(f) = x,, [A.11] equivale a
UGy, xp0 1, T) = f f f 8y F)e¥p(ay, 2y 1, T, &y, Ky V)Yd d,

- f f G(xy, gy By B 1, Dy 5y)dE, 5, [A.12]
donde o

G(xy, Xy, X5 Xp, 1, T) = f e‘Yp(x], Xy, I, U, Xy, Xy, V)AY [A.13]
Aplicando Arnoldf (1974, Corolario 8.2.4, p. 130), tenemos
u
x,(u) = e n@ Oy (1) + J e 1 Dg, fydz + odw,(2)]
t

u
xy(u) = €928 (1) + f e, fudz + oydw,(2)]
Tomando esperanzas, tenemos: !

m(t,wy=E_ [xw]= ey (1) + (1 — e htD) g,
my(t, u) = E. . Jx,(w)] = e’qz(“*’)xz(t) +(1-et 1(”’0)[12

Sea
Vit u) v\ (v v
(Vlz(ts u) V%(t’ u) ) B (Vu V% )
5 En este sistema de ecuaciones, dszl =dw; + Aidt, i = 1, 2. Para obtener el sistema [A.10], hemos utilizado [8],
[9] z %j]n A1 = E[lx,(t) = x,, x,(#) = x,]. Similarmente para los términos de varianzas y covarianzas.
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la matriz de covarianzas del proceso [x;(u), xz(u)]’. Aplicando Arnold (1974, teorema 8.2.6,
p- 131), esta matriz es la solucién de la ecuacién

<(V%)' (VIZ)/>_<_ql 0 )(V% V12)
) ) 0 —a)\v,, v
2 v\ /g, 0 2
BEERERE
Vip V2 0 -4, PO, 0, o3

(v%(t, N vt t)) _ (0 0)
vt 1) V3t 1) “\o o

La aplicacién de teoria estdndar para ecuaciones diferenciales ordinarias nos lleva a

sujeta a la condicién terminal

vl.z(t, u) = a'l.zH(qu., u—-1, i=12
V(L u) = poo,H(g, + gy, u—1)

donde H(-) viene dada por [15].
Aplicando Arnold (1974, Teorema 8.2.12, p. 133), se puede comprobar que la variable
X(u) sigue una distribucién normal trivariante. Un poco de dlgebra nos conduce a

my(t,u) = E, - [Y(6 0] = fuy(u—1)+ 0y (0) - @) Higy, u—1)
+ (i —1) + Oy (0) = i) H(gyy u — 1) [A.14]

Intercambiando el orden de integracién y aplicando Davidson (1994, seccién 30.3, p. 503-
509), se obtiene

Va(t, u) = Var, [Vt w)] = ,

1

2, HQ2q,u-1-2H(q,u—1)+HQO,u-1)
i 2
-1 qi

2
g
vyt uy=Cov, - [x,(w), Y(t, w)] = 71H2(q1, u—1)

2
g
Vaylts 1) = Covy o [x(), Y(t, w)] = —EH (g, u—1)
y, por tanto, obtenemos la distribucién de la variable X:

X~ N V)
donde 5
my vi Vi2 iy
2
X= my |, V= Vi vy Vay

2
m, Viy Vor Yy
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Por consiguiente, la densidad de probabilidad conjunta de X(u) condicionada a x,(¢) = x,,
X,(t) = x, viene dada por

.. 1 1
Py, X9, 1, Xy, X5, ¥) = w2V exp {—2 X-9'vIx- ‘9}

Sustituyendo esta expresion en [A.13], obtenemos:

- . o 1 1 /
G(xy, Xy, X, Xy, 1, 1) = f_x W e Vexp {—2 X-9VvIix- 5)} dy [A.15]

Es inmediato comprobar que
-~ 1 5 .~
G(x;, Xy, X, Xy, 1, U) = EXP 5 vy —myt fix;, x,)
donde f{) es la funcién de densidad de la variable:
o)) Gl %)
X, My =Vaoy) \viy v
Sustituyendo esta expresion en [A.12], se obtiene
0 0 1 o o o
Ux;, xy, 1, T) = f_x J:w exp {2 vf,— mY}f(xl, X,) g(x ), Xy)dx dx, [A.16]
Sig=1y T=u,laecuacion [A.16] implica que
1
P(xl, Xy, 1, T) = exp {2 vf,(t, T) - my(s, 1, T)} [A.17]

La sustitucién de [A.17] en [A.16] nos lleva a la expresion final para el precio, en el momen-
to ¢, del activo derivado sobre tipos de interés.
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Demostracion del Corolario 1

La ecuacion [23] para el caso particular g(x,, x,) = P(x,, x,, T, T,) implica que €l pre-
cio, en el momento ¢, del bono recibido por el comprador de la opcién de compra viene dado
por

P(xl’ Xy, I, Tb) = P(xp Xy, I, Tc) E[P()El, )22, TC, Tb)]
Si definimos

P=PG,, %, T, T))

entonces, se cumple que
g _ P(x17 x27 t7 Tb)

E[P] = PGy xp 1. T.) [A.18]

Aplicando [A.17], tenemos

~ 1 o

P =exp {2 vf,(Tc, Tb) —myx;, X,, Tc, Tb)}
Observando [24] y [A.14], se deduce que P sigue una distribucién lognormal. Adicional-
mente, [A.14] implica que

o2 = Varln(P) = H(q,, T, ~ T,) v}(t, T,) + H(qy, T, = T) Vi(t, T,)
+ 2H(q], Tb - TC)H(q29 Tb - Tc)v]z(t’ Tc)

El precio en el momento ¢, C(x|, x,, t, T,; K, T}), de la opcién de compra anteriormente men-
cionada se obtiene a partir de [23] con la condicién terminal

gx (T, xy)(T)) = C(x, x5, T, T,; K, T})) = max{P(x}, x5, T, T,)) - K, 0}  [A.19]
La sustitucion de [A.19] en [23] lleva a
Clx), x5, 1, T,5 K, Tp)) = P(x;, X,, t, TC)E[Z] [A.20]
donde
Z=max{P-K, 0} = (P - K} .,(P)

e I(-) es la funcidn indicatriz definida como

0 si x<K
1 si x>K

I[K, oo)(x) = {
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Entonces

E[Z] = f; (P - K)f(P)dP [A.21]

Definiendo la nueva variable
_ E[In(P)] - In(P)
vP)= ——

5

y aplicando la relacién

In(E[P] = E[In(P)] + % V[In(P)]

entonces [A.21] se convierte en
E[Z] = E[P]D(h + a5) - KO(h) [A.22]

donde ®(-) indica la funcién de distribucién de una variable normal estdndar y

E[In(P)] - In(K)

T

h=v(K) =

Sustituyendo [A.18] y [A.22] en [A.20], se obtiene que la expresién final para el precio de
la opcién de compra es

C(x), x5, 1, T,; K, T))) = P(x, x,, t, Tb)CI)(h + a'ﬁ) - KP(x, x,, 1, TC)CD(h)
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