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Resumen

En este trabajo estudiamos una version ampliada del modelo de crecimiento AK que incorpora cos-
tes de ajuste y de mantenimiento del capital. Los agentes pueden subutilizar el capital instalado y va-
riar la tasa de depreciacion. De entre los resultados obtenidos destacamos que los costes de ajuste y
de mantenimiento reducen la inversion, la depreciacion, la utilizacion del capital asi como la tasa de
crecimiento, mientras que un aumento en la eficiencia productiva tiene el efecto inverso sobre las ci-
tadas variables. Por otra parte, la impaciencia de los agentes reduce la tasa de crecimiento pero au-
menta la depreciacion y la utilizacion del capital. La depreciacion y la utilizacion del capital depen-
den negativamente de la tasa de crecimiento de la poblacion.
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Abstract

We study an extended version of the one-sector AK growth model introducing adjustment and
maintenance costs. Agents are allowed to under-use the installed capital and to vary the depreciation
rate. The model is analyzed using particular functional forms and it is solved in closed-form. We
find that adjustment and maintenance costs (efficiency) reduce (increase) investment, depreciation,
capital utilization as well as the rate of growth. Impatience reduces the rate of growth but increases
depreciation and utilization. Depreciation and utilization depend negatively on the rate of population
growth.
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1. Introduccion

En el modelo de crecimiento neocldsico estdndar la decisién de cudnto ahorrar
se basa en la comparacion, en términos de bienestar, entre los costes y los beneficios
de un mayor consumo presente frente al consumo futuro. Siendo esto asi, la inver-
sion juega un papel totalmente pasivo. En dicho modelo se supone plena utilizacion
del capital y una tasa de depreciacion determinada exdgenamente como una pro-
porcién constante del stock de capital. Estos supuestos sin embargo no parece que
se ajusten a la realidad observable mostrada por los datos. Las empresas no siempre
deciden utilizar plenamente el capital que tienen instalado y ademds pueden influir
en la tasa de depreciacion del stock de capital. La forma en que las empresas pue-
den afectar a la tasa de depreciacién es dedicando recursos a la conservacién, es
decir, a la reparacion y al mantenimiento del stock de capital que se ha deteriorado
por el uso en el proceso de produccién o por simple envejecimiento.

McGrattan y Schmitz (1999) muestran la relevancia cuantitativa de las activida-
des de reparaciéon y mantenimiento en Canadd, para el periodo 1961-1993, ya que
cerca del 6 por 100 del producto nacional bruto se destiné a la reparacién y el man-
tenimiento del capital, lo que supone aproximadamente la mitad del gasto realizado
en la adquisicidon de nuevos bienes de capital. Por otra parte, Gylfason and Zoega
(2001), utilizando datos del Banco Mundial, estudian la relacion entre depreciacion
y crecimiento. Entre sus resultados destacamos que: i) un aumento del crecimiento
de la poblacién acelera la depreciacion, ii) una mayor eficiencia productiva aumen-
ta la depreciacion y iii) un mayor crecimiento a largo plazo también aumenta la de-
preciacioén.

A pesar de la evidencia empirica mostrada en el parrafo anterior, la teoria del
crecimiento ha relegado la tasa de depreciacién a ser un pardmetro exégeno, que en
el caso de los modelos neoclésicos, afecta negativamente en el largo plazo al nivel
de las variables y en el corto plazo a las tasas de crecimiento; mientras que en los
modelos de crecimiento endégeno afecta también a la tasa de crecimiento de largo
plazo. En este trabajo examinamos los determinantes tanto de la depreciacion como
del crecimiento, en el contexto de un modelo de crecimiento de un dnico sector en
el que se combina una tecnologia lineal de produccién con costes de ajuste y de
mantenimiento del capital. Los agentes pueden subutilizar el capital instalado asi
como variar la tasa de depreciacion. Por lo tanto, en esta economia los agentes de-
ciden endégenamente la cantidad de recursos que se dedican a la acumulacién de
nuevas unidades de capital y a las actividades de reparaciéon y mantenimiento. Esta
ultima decision estd relacionada con la endogeneidad de la tasa de utilizacion del ca-
pital y de la tasa de depreciacion.

La cuestion del mantenimiento del capital, que permite romper la hipdtesis de
una tasa de depreciacion constante y exdgena incluso en ausencia de obsolescencia,
se ha dejado de lado durante muchos afios después de las contribuciones seminales
de los anos 70 del siglo pasado. Sin embargo, durante este periodo se han realizado
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intentos de reintroducir la variabilidad de la tasa de depreciacion a través de la hi-
potesis Depreciation-in-Use. Es decir, la hipdstesis de causalidad que conecta biu-
nivocamente elevadas (bajas) tasas de utilizacién del capital frecuentemente asocia-
das a altos (bajos) niveles de actividad econdmica con altas (bajas) tasas de
depreciacion. Esta hipétesis se ha incorporado a estudios microeconémicos a nivel
de empresa (Epstein y Denny, 1980; Bischoff y Kokkelenberg, 1987; Motahar,
1992; Johnson, 1994), asi como a otros en el campo de la macroeconomia relativos
a la teoria neoclésica del crecimiento (Rumbos y Auernheimer, 2001) y también de
la teoria del ciclo real (Burnside y Eichenbaum, 1996). Aun cuando la tasa de de-
preciacién se considera una variable enddgena, este enfoque no es satisfactorio
puesto que sigue asignando un papel residual a la depreciacion del capital. Recien-
temente, la anterior hipdtesis se ha ampliado incluyendo las actividades de mante-
nimiento de manera que la tasa de depreciacion se considera como una variable de
decision similar a la tasa de utilizacidn del capital. Asi encontramos ejemplos a nivel
de empresa (Boucekkine y Ruiz-Tamarit, 2003) y también a nivel agregado en la
teoria neocldsica del crecimiento (Licandro, Puch y Ruiz-Tamarit, 2001) y en la teo-
ria del ciclo real (Licandro y Puch, 2000; Collard y Kollintzas, 2000).

Como ya se ha mencionado previamente, los modelos de crecimiento de equili-
brio general basicos, no permiten la separacion de las decisiones de ahorro de las fa-
milias de las decisiones de inversion de las empresas. Sin embargo, incorporando
costes de ajuste relacionados con la inversion bruta es posible superar el papel esen-
cialmente pasivo de la inversién. En este trabajo partimos del modelo candnico de
Rebelo (1991) al que incorporamos unas funciones de costes de ajuste y de mante-
nimiento con lo que la funcién objetivo queda modificada de forma sustancial. En
modelos de crecimiento con un tnico sector, considerar una tecnologia lineal facili-
ta la modelizacion, directa o asintética, del fendmeno del crecimento enddgeno.
Queremos comprobar si la introduccién de las mencionadas funciones de costes en
el modelo rompe el enlace previo. En este contexto, la depreciaciéon ya no es una va-
riable residual. Junto con la inversion y la tasa de utilizacion del capital se convier-
te en un instrumento empleado por los agentes econémicos para la composicion de
sus planes 6ptimos. En resumen, nuestro interrogante es si al incorporar los gastos
de reparacion y mantenimiento en el modelo agregado de actividad econdmica,
cambiard sustancialmente lo que sabemos acerca de la hip6tesis de convergencia en
el corto plazo, sobre los determinantes de la tasa de crecimiento a largo plazo y
sobre otras variables enddgenas. Los supuestos acerca de la tecnologia permiten am-
pliar el modelo basico de manera que se pueden definir adecuadamente las funcio-
nes de inversion, depreciacion y utilizacion del capital. El que hasta el momento no
conozcamos contribuciones tedricas que consideren estos tres aspectos conjunta-
mente nos ha llevado a realizar este trabajo.

1 El papel activo de la inversion ha sido estudiado en el articulo de ABEL y BLANCHARD (1983)
para un modelo neocldsico a la Ramsey, y también por BARRO y SALA-I-MARTIN (1992) en un mo-
delo de crecimiento enddgeno con tecnologia AK.
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El articulo se organiza de la siguiente forma: en el apartado 2 se describe la eco-
nomia y se presentan los supuestos que caracterizan las distintas partes del modelo
de equilibrio general. En la seccidn 3 se resuelve el problema de optimizacién in-
tertemporal, mientras que el sistema dindmico obtenido del mismo se estudia en el
apartado 4. En la seccién 5 se obtienen los resultados econémicos al tiempo que se
contectan con la literatura empirica que muestra resultados paralelos a los obtenidos
en este trabajo. Por tltimo en la seccién 6 se recogen las conclusiones de este tra-
bajo.

2. La economia

Consideraremos una economia compuesta por un nimero muy grande de indi-
viduos idénticos con vida infinita. Supondremos que la poblacion, N,, crece a una
tasa constante y exdgena n = 0, si ademds normalizamos la poblacién inicial a 1, te-
nemos que N, = ¢"'. Ademds, supondremos que los individuos se enfrentan a un es-
cenario de decision temporal infinito y descuentan el futuro a una tasa constante po-
sitiva p > n. Las preferencias de los individuos quedan representadas por una
funcién de utilidad instantdnea

cl-®

Ue)="T—g M

donde ¢, es el consumo per capita y @' > 0 la elasticidad de sustitucién intertem-
poral.

Por otra parte, existen en esta economia muchas empresas que producen un
Unico bien. Supondremos que cada empresa utiliza una tecnologia del tipo AK, sien-
do el stock de capital K, > 0 el tnico factor de produccion relevante?. Interpretamos
el capital en un sentido amplio, de manera que incluye tanto el capital fisico como
humano, éste dltimo incorporado en los trabajadores. En este sentido, el capital hu-
mano se considera un factor rival y excluible de la misma forma en que lo es el ca-
pital fisico. El trabajo, medido como el nimero de trabajadores e independiente-
mente del indice de capital humano, se considera sustituto perfecto del capital fisico
y no es necesario en el proceso productivo. De esta manera la produccion total de
un periodo Y, es una funcion del capital realmente utilizado K,u,, siendo u, € [0, 1]
la proporcién variable del capital instalado que las empresas deciden utilizar, y del
parametro de eficiencia A que representa un nivel tecnoldgico constante. Este ulti-
mo pardmetro puede interpretarse como la productividad marginal asi como la pro-
ductividad media del capital realmente utilizado. Por lo tanto, y dada la existencia

2 Podrfan obtenerse resultados similares con una funcién de produccién mas general que presen-
te rendimientos constantes a escala si incorporamos, siguiendo a ROMER (1986), los supuestos de
learning-by-investing junto con efectos de difusién de conocimiento.
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de rendimientos constantes inherente a una funcién de produccion lineal, podemos
reescribir la funcién de produccién en términos per capita

y, = Aku, 2)

El tnico bien obtenido en el proceso productivo puede destinarse al consumo, a
la acumulacién de nuevos bienes de capital o a la conservacién del capital instala-
do. Mientras que el consumo presente contribuye directamente a aumentar el bie-
nestar, los otros usos de la produccién estan relacionados con un aumento en el stock
de capital permitiendo un mayor consumo futuro. En este contexto, la acumulacién
de nuevos bienes de capital considera no s6lo el desembolso que implica la inver-
sién sino también las actividades de reparacion y mantenimiento. Consecuentemen-
te tenemos que introducir en nuestro marco de referencia las correspondientes fun-
ciones de costes.

Supondremos, en primer lugar, que los costes de ajuste, internos a las empresas,
quedan representados por una funcion linealmente homogénea Y¥(I,, K,), creciente
con la inversion bruta, I, > 0, y decreciente con el stock de capital instalado. Asi,
Y, K,) =Y(U/K, K, = ¢(i)K, donde

N
o) = =" 3)

siendo i, la tasa de inversion bruta sobre el capital y b una constante positiva.

En segundo lugar, y con la intencién de conservar el stock de capital instalado,
supondremos que periodo a periodo es posible reducir la depreciacién por deterioro
que aparece en los equipos por la edad y el uso?, gracias a actividades de reparacién
y mantenimiento. Estas actividades implican unos costes de mantenimiento que
supondremos internos a la empresa y que representaremos por una funcién lineal-
mente homogénea M(D,, Ku,), decreciente con la depreciacion total, D, > 0, y
creciente con el capital realmente utilizado. Redefiniendo las variables tenemos
MDD, Ku,)=M(D/K, Ku/K)K,=m(5, u,)K, donde

m(0,, u,) = d5t"3utl+8 “4)

siendo &, > 0 la tasa de depreciacién endgena sobre el stock de capital. En esta fun-
cién € > 0 representa, aproximadamente, la elasticidad del coste de mantenimiento

3 Aqui nos estamos refiriendo estrictamente al deterioro del capital pero, a diferencia de lo que
ocurre en otros trabajos, consideramos esta depreciacién como un fenémeno econdémico porque hemos
supuesto que las empresas pueden elegir optimamente la cantidad de recursos que dedican al manteni-
miento. En este trabajo ignoramos la obsolescencia como causa de la depreciacion. Los factores que
habitualmente provocan la obsolescencia no son tenidos en cuenta porque suponemos que el capital es
perfectamente maleable.
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medio con respecto a la tasa de depreciacion y la tasa de utilizacion del capital y d
es una constante positiva.

La restriccion agregada de recursos es ¥, = C, + I, + Y(I,, K)) + M(D,, K ,u,) con
I = K + 6,K,. En términos per capita, la restrlccmn de recursos queda determlnada
por las dos ecuaciones siguientes:

H bilz 5S¢ 1+e =A
c, i+ BN +do; " u, v |k, = Aku, 5)
k,=(i,— 6,— nk, (6)

donde  es la derivada con respecto al tiempo del capital per capita considerado en
sentido amplio.

3. El problema de optimizacion

En esta economia, dada la ausencia de externalidades y otros fallos como imper-
fecciones o mercados incompletos, la solucién al problema de asignacién intertem-
poral de recursos derivada de un equilibrio competitivo es equivalente a la solucién
que obtendria un planificador central. El problema de optimizacién del planificador
central consiste en elegir en cada momento del tiempo las tres variables de control:
la tasa de utilizacion del capital, la tasa de inversion y la tasa de depreciacidon que
resuelve el siguiente problema

o le<1> -1
max W= | 2= e Pidr sa. (5),(6)yk, (P)

{Mx, i[’ dt} 0 1 - (I)

El valor del hamiltoniano en valor corriente asociado a este problema, una vez
eliminados los subindices, puede escribirse del siguiente modo:

bi =@
[Aku - (i + B + d5‘8u1+8> k] -1

He = + u(i—-06-nk
-0

siendo u la variable de coestado. De acuerdo con el principio del mdximo, una so-
lucién interior 6ptima al problema (P) debe satisfacer las siguientes condiciones de
primer orden:

A=(1+ e)d&tut )

U= P+ bi) (8)
U= cPeds-Eyl+e )
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la ecuacion de Euler

2
= —c‘q’<Au —i+ 1921 + d6‘€u1+5) +(p+ 61 10

las restricciones (5) y (6), asi como la condicién inicial k, > 0 y la condicion de
transversalidad

lim e Pk, =0 (1D

t—®

El multiplicador u define el precio sombra, medido en unidades de utilidad, de
una unidad adicional de capital instalado. El término (1 + £)doéu® = m (6, u) es el
coste marginal de mantenimiento asociado a un aumento en la tasa de utilizacion. La
ecuacion (7) muestra que este coste marginal debe ser igual a la productividad mar-
ginal del incremento en la tasa de utilizacién, A. El término (1 + bi) es el coste mar-
ginal de oportunidad de la inversidn bruta. Siendo esto asi, la ecuacién (8) muestra
que este coste marginal medido en unidades de utilidad debe ser igual al precio som-
bra del capital. El término &d6'~u!'*€ = —mg(8, u) es el ahorro marginal en costes
de mantenimiento asociado con un aumento de la tasa de depreciacién. Un aumen-
to de d reduce el stock de capital y, por consiguiente, disminuye los gastos en man-
tenimiento. Por lo tanto, la ecuacién (9) establece que este ahorro marginal medido
en unidades de utilidad debe ser igual al precio sombra de la pérdida de capital. Ade-
mads, dado que el planificador central tiene dos formas alternativas de incrementar el
capital: inversion y mantenimiento, en el equilibrio el coste marginal de la inversién
debe ser igual al coste marginal de reducir la depreciacién gracias al mantenimien-
to, 1 + bi = ed&'-eul*e,

Resolviendo las condiciones de primer orden obtenemos las siguientes funcio-
nes de control

1[ €/ A \lxe
i(@):b[%<1+€>8 _1] (12)
1[e/ A\+x]2 1
Zb[dé<l+e>‘g } 2 ‘u_ﬁlk-l
&k, 1, ©) = = A e T A el (13)
dé<1+e>f3 [dé<1+8)£]

2b
u(k, u, ©) = +

(14)
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donde ® representa un vector de pardmetros estructurales. Como puede observarse,
la inversiéon depende solamente de parametros, y por lo tanto, presenta un valor
constante tal y como refleja la ecuacién (12). Las ecuaciones (13) y (14) muestran
que 0y u dependen negativamente de las variables de estado y coestado. Ademads
estas dos variables se encuentran lineal y positivamente relacionadas una con la otra.
Sustituyendo las funciones de control en la restricciéon de recursos (5) y en la fun-
cién de produccién (2), respectivamente obtenemos las siguientes expresiones:
c(k, u, ©) y y(k, u, ©), con ¢, =0, ¢, < 0,y,>0y Yy < 0. Estos resultados muestran
ademas algunas caracteristicas del modelo. En primer lugar, dado que el stock de ca-
pital y su precio sombra se mueven en direcciones opuestas, es dificil a primera vista
concluir acerca de la evolucion de variables como la tasa de utilizacion del capital y
la tasa de depreciacion. En segundo lugar, el que la tasa de inversién sea constante
implica que la participacién de la inversion bruta y el ratio capital-producto se mo-
veran paralelamente. Tercero, el consumo y la produccién per capita evolucionan de
forma opuesta a como lo hace el precio sombra del stock de capital. Ademads la pro-
duccidn per capita progresa en la misma direccién que el stock de capital.

Finalmente, consideraremos la ecuacién (10) y después de algunas sustituciones
la resolvemos forward sujeta a la condicion de transversalidad (11) para evitar solu-
ciones explosivas. De este modo obtenemos ( como el valor presente descontado
del producto marginal total del capital medido en unidades de utilidad,

o bi> )
U, = f csd’<Aus + 7s - d5sgu§+8)ejf(/’+57)ds (15)
t

En esta expresion, el término de descuento tiene en cuenta el hecho de que la
tasa de depreciacion es variable.

4. El sistema dinamico y la soluciéon analitica

Cuando sustituimos las funciones de control en (6) y (10), el sistema dindmico
que describe la evolucion de las variables de estado y coestado queda

(16)

€/ A \lxe 2
= e —1
ds\1+ ¢ g/ A \l+]l_; =L
= _nk_iig ()] #‘D
2be( A\ ¢
dé(1+e>
e/ A \lx 2
—(——¢ -1
. dz\1+ ¢
= |- +p|u (17)

2be/ A \l*¢
71 g
ds (1 + 8)
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Este sistema dindmico es no lineal y no adminte linealizaciéon debido a que no
existe un estado estacionario bien definido. Sin embargo, su estructura permite la so-
lucién analitica del mismo®. Las tnicas trayectorias solucién particulares no explo-

sivas de este sistema son
( € A \l+e 2
— e —1
ds\1 + g

1

o 2be/ A\l
71 —_— 8
dz )

k(t, ©) = ky exp —plt (18)

1+¢g

\

( e/ A \lx 2
= e —1
de\l + ¢

p- t

Uz, ©) = u(0)exp e/ A i (19)
[l
siendo k; conocido y
i
u(0) = ; & (20)

Calculamos el término ,uq’k ! utilizando (18) y (19), puesto que es necesario

para determinar las trayectorias particulares de las variables de control. Obtenemos
-1 -1

u® kl= u(0) ® ky 1|y sustituyendo este resultado en (12)-(14) conseguimos las tra-

yectorias explicitas en su forma analitica para i, 0y u,

© =157 -
l _b[dé(1+8> - :| 21)

e/ A \lx]? IN[ € / A \l*e 2
i ol
50) = ds\1 + ¢ D/ de\1 + € +(;I))_

2be/ A \lx¢
71 €
dzs (l + 8)

4 En el Apéndice se encuentran los detalles relativos a esta solucion.

(22)
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6807 it ] e

1
2be A de
1+¢

La tasa de inversion, la tasa de depreciacion y la tasa de utilizacion del capital son
constantes a lo largo de la trayectoria solucion particular. Este resultado acerca de la
inversion ya lo tenfamos en (12) dada la independencia de i con respecto a las varia-
bles de estado y coestado. Sin embargo, en el caso de la tasa de depreciacién y de uti-
lizacidn del capital, el mencionado resultado se debe a la compensacién de los efectos
ejercidos por el stock de capital y su precio sombra sobre cada una de esas variables a
lo largo de la trayectoria solucién 6ptima. Dado que la tasa de inversion bruta sobre el
capital es siempre no negativa, las restricciones sobre los parametros obtenidas en el
Apéndice a partir de la condicion de transversalidad conducen a la no negatividad de
las tasas de depreciacion y utilizacién del capital. La restriccidon adicional de que la
tasa de utilizacién debe ser menor o igual que la unidad equivale a imponer una cota
superior a la tasa de depreciacion, de manera que se cumpla la restriccion

1 1+&l
o€ |0, dg €
A
Ademds, de (2), (5) y de las trayectorias para las variables de control obtenidas
previamente, derivamos las trayectorias solucion particulares para la produccién y

el consumo per capita:
\
i)™ i

y(t, ©) = Au(©)k, exp {— . -plt (24)

Adt ]
[T )

1
c(t, ©) =T (O©)k,exp{ — b lls -p|t (25)
(1 + e) 1 )
El término I'(®) = Au(©) — i(©) — ¢(i(0)) — m&(©), u(0)) > 0 es independiente
c(t, ©)

del tiempo y representa el ratio , que es constante a lo largo de la trayectoria
k(t, ©)

solucién 6ptima,
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1\[ e/ A\l 2
i ®)| 4t
re =& A% de\l v 5 2| e
de\l + ¢ 2be( A\l d
dz

1+¢g

5. Crecimiento equilibrado y estatica comparativa

Los resultados obtenidos previamente caracterizan la senda de crecimiento equi-
librado. Asi, el modelo no presenta dindmica transicional y, dada la solucién andli-
tica completa que hemos obtenido para cada una de las variables, es facil llegar a
conclusiones acerca de la tasa de crecimiento. En particular obtenemos

Y%=v=7%,=0 27

e/ A \lte 2
1 ¢ -1
1 de\l + ¢

e T T (28)
di\l+¢
La dltima expresion es positiva para
e/ A \2u+e) 26 /A \l+e
Tl € >(l+bp)— € —1
de \1+¢ de\1 + ¢

La tasa de crecimiento y no depende del stock de capital inicial &, y no estd rela-
cionado ni con el nivel inicial de renta ni con cualquier otro nivel de renta per
capita.

c(t, ©)

La tasa de ahorro, definida como s(¢, ©) =1 — , presenta un valor cons-

¥(t, ©)
tante:
_Au©) -T(©)  i(©) + ¢(i)(©)) + m(5(O), u(©))
T Aw©) Au(©)

s(©) (29)

Las familias financian dos tipos de desembolsos relacionados con el proceso de
acumulacion de capital: gasto en inversién bruta, incluyendo costes de ajuste, y
gasto en mantenimiento del capital.
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Ademds, dada la ausencia de dindmica transicional, a lo largo de la senda de cre-
cimiento Optimo (equilibrado) el bienestar depende del nivel inicial de consumo y
de la tasa constante de crecimiento. Si sustituimos los valores conocidos obtenemos

w c(f, @)1-P - |
W(O) = J L e~y
0 1 -
-0
il A 1%6 kl—CD
1 de\1+¢ 0 1
Tl-o e/ A \lxe2 T2 ® p_n 50)
[ olalied
D) de\l + € +£—n
2be/ A \lte ()]
71 6
ds \1 + ¢

Aunque no resulte fécil calcular los impactos individuales, la expresién anterior
muestra el bienestar Optimo como una funcién que s6lo depende de los pardmetros
estructurales del modelo.

Ahora, podemos mostrar algunos resultados que se derivan del ejercicio de es-
tatica comparativa para las variables i, 8, u y 7. La mayoria de ellos no se pueden
encontrar en la literatura tedrica debido a que el modelo canénico de crecimiento en-
dégeno considera que la tasa de depreciacion es constante y que el stock de capital
se utiliza plenamente. De (21), (22), (23) y (28) se deduce que:

1. Cuanto mayor es la productividad del capital efectivamente utilizado, A,
mayor es la tasa de inversion, la tasa de depreciacion y la tasa de utilizacién
del capital.

2. Cuanto mayor es el peso de los costes de instalacién y mantenimiento en tér-
minos de producto bruto, representado por b y d respectivamente, menor es la
tasa de inversion, la tasa de depreciacion y la tasa de utilizacion del capital.

3. La tasa de utilizacién del capital y la tasa de depreciacion estan directamen-
te relacionadas con el grado de impaciencia que presentan los agentes, re-
presentada por una baja elasticidad de sustitucion intertemporal del consumo,
®~!, o por una elevada tasa de descuento, p.

4. Cuanto mayor es la tasa de crecimiento de la poblacién menores son la tasa
de depreciacién y de utilizacion del capital.

5. La tasa de inversién no depende de los pardmetros relativos a las preferen-
cias ni de la tasa de crecimiento de la poblacién.

6. Cuanto mayor es el peso de los costes de instalacién y mantenimiento en tér-
minos de producto bruto, b y d respectivamente, menor es la tasa de creci-
miento.



CRECIMIENTO ENDOGENO, UTILIZACION DEL CAPITAL Y DEPRECIACION 189

Los resultados anteriores acerca de la depreciacién y el crecimiento son, en su
mayor parte, consistentes con la evidencia empirica disponible. Sin embargo, los re-
sultados relativos a la utilizacién del capital no han sido todavia contrastados empi-
ricamente.

6. Conclusiones

Al igual que en los modelos AK, el modelo desarrollado en este trabajo no pre-
senta dindmica transicional. Las variables k, y y ¢ conforman una tnica senda de cre-
cimiento equilibrado mientras que las variables i, 8 y u, a pesar de ser endégena-
mente determinadas, son 6ptimamente constantes. Ademas obtenemos una tasa de
ahorro y un ratio consumo/capital constantes. Estos resultados se derivan del su-
puesto de funciones de coste de ajuste y de mantenimiento lineales con respecto a k,
pero las conclusiones podrian ser diferentes si no se verificase este supuesto.

Entre los resultados obtenidos en este trabajo destacamos algunas dependencias
entre pardmetros. Asi cuanto menores son los costes de instalacién y mantenimien-
to y mayor el nivel de eficiencia de la economia, mayores son las tasas de inversion,
de utilizacién y de depreciacion asi como la tasa de crecimiento de la economia.
Ademds, cuanto mayor es la tasa de crecimiento de la poblacién menores son las
tasas de depreciacion y de utilizacion del capital, pero no se ven afectadas ni la tasa
de inversion ni la tasa de crecimiento de la economia. Por dltimo, cuanto mayor es
el grado de paciencia de los agentes mayor es la tasa de crecimiento y menores las
tasas de depreciacion y utilizacion del capital.

Por otra parte, dada la influencia de la tasa de utilizacién, un volumen de capi-
tal utilizado m4s intensivamente puede producir mds que un mayor stock de capital
con un menor uso. Por lo tanto, puede ser factible que una economia con un menor
stock de capital produzca y consuma mds que otra economia con un stock de capi-
tal mayor. Sin embargo, la ausencia de convergencia implica que cualquier diferen-
cia inicial en los niveles de renta per capita siempre se ampliardn, nunca se reduci-
rdn. De esta manera nuestro modelo puede dar luz sobre la gran disparidad entre
paises ricos y pobres asi como la persistencia de la misma a lo largo del tiempo, pero
no puede explicar la facultad mostrada por algunos paises para cambiar sus posi-
ciones respecto a la distribucién de su renta per capita. Es decir, las experiencias de
crecimiento conocidas como milagros y desastres y que se encuentan asociadas a
procesos de overtaking.

7. Apéndice
El sistema dindmico (16)-(17) puede resolverse directamente de forma secuen-

cial junto con las condiciones frontera. Sin embargo, para ser exhaustivos en nues-
tra busqueda de la solucidén analitica, asi como en el estudio de la existencia, unici-
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dad y positividad de la misma, tomaremos como referencia el sistema dindmico Ha-
miltoniano modificado estudiado en Ruiz-Tamarit y Ventura-Marco (2000) cuya es-
tructura es

k(t) = Ak(t) — Quk(r)™ ()@ (A.1)
Ji(6) = A (o) + Q k(O™ () e (A2)
k(1) = k, (A.3)

th_?olc H(Dk() exp {—(p —n)(t—15)} =0 (A4)

Los elementos A, > O-, Az AL >0,9Q,20, ay =0,a,<0, kq, f,y p son
pardmetros constantes, mientras que k, { y ¢ son las variables. Los mencionados au-
tores suponen que 9 >Q), 1'— a, > 0 y 1. +ay, % 0. o

Es facil comprobar que el sistema dindmico anterior se simplifica en la forma (16)-
(17) bajo los siguientes supuestos sobre los valores concretos de los pardmetros:

A, =H(®©)-n

A, =p-H(®)

2
H©) = |5 ANV ﬂf A \E
ds \1 +¢€ ds \1 +¢

£ A \1xe]l
ds 1+¢

Q#:

a; =0
_1<O

P —

2= g

De estos valores se deduce que A, + Au = p —n > 0, donde el miembro derecho de
la igualdad recoge la tasa de descuento intertemporal efectiva. Ademds, A, > p —n
dado que H(®) — p > 0, lo que implica que A“ <0yA,>0.

En este contexto procederemos en tres etapas. En la primera definimos la varia-

1
ble instrumental X(¢) = k(r)u(r)®. Diferenciando totalmente y sustituyendo las ecua-

ciones (A.1) y (A.2) tenemos
X(H) = a X(1) - b, (A.5)
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Se trata de una ecuacioén diferencial lineal auténoma no homogénea con coefi-
cientes constantes

Ay 1 p
aX:Ak+:<1—>H(®)+—nzO y b,=Q, >0
O] [0)] O]

Dada la condicién inicial k, y un cierto valor inicial u(z,), por el momento desco-
1

nocido, podemos determinar la condicion inicial X(z,) = ko/,t(to)é, de manera que
cualquier solucidn particular (A.5) debe tomar la forma

b

X X
ax

X = - + [X(to) - } exp {a(t—1,)) (A.6)

ay

Conocidos los pardmetros y el valor inicial de las variables, la anterior expresion
determina el valor de X(#) en cualquier periodo del tiempo. En la segunda etapa,
transformamos el sistema no lineal inicial y obtenemos dos ecuaciones diferencia-
les lineales separadas, no auténomas pero homogéneas, para las variables primarias

) Q,

k() = (Ak - ) k(f) (A.7)
X(0)

(1) = A (o) (A8)

Las expresiones para las soluciones particulares son, respectivamente,

e
1
k(1) = kg exp f "N HE) _n_Lde\lTE ds (A.9)
to X(S)
u(t) = u(ty) exp {(—(H(O) — p)(t — 1)} (A.10)

En la tercera etapa se determina el valor inicial de la variable de coestado p(f)
para el cual las trayectorias solucion no son explosivas. Dado que &, es conocido,
esto se consigue determinando X(#,). Toda la informacion que se requiere en este
punto se puede deducir de la condicién de transversalidad. Esta condicién necesa-
ria, dados los signos de los parametros, puede simplificarse del siguiente modo:

b, exp {-a (1 -1, b,
(A.11)

lim

+1- =0
—%© %X(to) a,\X(IO)
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En particular, dado que b, > 0, esta condicion se satisface si y solo si
1 p
a=1-—|HO®)+_—--n>0
D ()

junto con

€ A \1+e]l_,4
- e |D
b, [d?(l + 8) }

1
x (1—)H(@)+p—n
@ @

Volviendo a (A.6) tenemos que X(f) se mantendrd constante en su valor estacionario
inicial X(z)) > 0, V' t 2 1,. Por consiguiente, las trayectorias solucién no explosivas
para las variables implicadas en el sistema dindmico hamiltoniano modificado
(A.1)-(A.4) son tnicas, positivas y pueden escribirse como aparecen en las ecuacio-
nes (18), (19) y (20). Finalmente, la restriccién

Q, Q, Q, b, Q,
2D AT RO 1 P
H k * (1= —|H®O)+ =-n
@ @

se verifica también, por lo que podemos concluir que H(®) > p.
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